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提　要：通过背景误差协方差构建动力平衡约束是变分同化框架设计的重要环节。它不仅帮助实现变量间的协同分析，提

高观测使用效率，还能改善变分极小化问题的性状。本文在系统梳理通过背景误差协方差引入动力平衡约束的方式、流程的

基础上，对求解目前全球和有限区域变分同化系统普遍采用的准地转平衡和静力平衡约束的共性问题和存在的不足作了归

纳总结。分析了求解准地转平衡约束的三类方案：动力平衡方程方案、统计方案和动力统计相结合方案的优缺点。对照比较

了不同垂直离散方案下求解静力平衡约束时遇到的欠定问题的表现以及解决途径。最后，展望了基于背景误差协方差构建

动力平衡约束在赤道等特殊地区、高分辨率同化系统、以及集合变分混合同化系统发展中面临的挑战和机遇。
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引　言

随着为数值天气预报（ｎｕｍｅｒｉｃａｌｗｅａｔｈｅｒｐｒｅ

ｄｉｃｔｉｏｎ，ＮＷＰ）模式提供初始场的复杂性和重要性

不断提升，大气资料同化本身已成为一门快速发展

的学科 （Ｄａｌｅｙ，１９９１；Ｋａｌｎａｙ，２００３；邹 晓 蕾，

２００９；朱国富，２０１５ａ；２０１５ｂ；２０１５ｃ）。自２０世纪

９０年代以来，变分同化（包括三维变分３ＤＶＡＲ和

四维变分４ＤＶＡＲ）逐步成为各先进ＮＷＰ中心的主

流资料同化方案（Ｒａｂｉｅｒ，２００５）。在同化方法的不

断发展创新中，核心问题之一是如何更好地保证分

析场的平衡。如果分析场不平衡，后续模式积分会

激发虚假重力波，不仅使得同化引入的观测信息被

快速频散，更会导致实际大气演变信息被噪音所掩

盖，造成预报失败（Ｄａｌｅｙ，１９９１）。

由于分析场的平衡十分重要，人们还专门发展

了各种初始化方法对同化分析场做进一步处理，以

便为模式提供更加平衡的初值 （Ｌｙｎｃｈｅｔａｌ，

２０１０）。不过，独立的初始化操作会使得分析场远离

观测，造成分析阶段引入的观测信息流失（Ｂｌｏｏｍｅｔ

ａｌ，１９９６）。为减少初始化对分析场的修正，通过在

同化框架中构建合理的动力平衡约束，使得分析向

观测靠拢的同时保证变量间的平衡显得尤为重要

（Ｐａｒｒｉｓｈｅｔａｌ，１９９２）。

从运动学角度来看，“动力平衡”是指作用于空

气块或空气质点上的不同作用力相互抵消，空气块

加速度为零时的一种状态，例如地转平衡是科氏力

与水平气压梯度力相抵消时的平衡状态（Ｈｏｌｔｏｎ，

１９９２）。如果将动力平衡引入到同化分析中去，约束

不同分析变量的协同变化，使资料同化变为一个有

约束的最优化问题，那么此时这些动力平衡就充当

起了“动力平衡约束”的角色（Ｄａｌｅｙ，１９９１）。

在变分同化框架中引入动力平衡约束的途径主

要包括三种：一是背景误差协方差，二是平衡弱约

束，三是４ＤＶＡＲ中的模式约束。其中背景误差协

方差是构建动力平衡约束的基础性手段，几乎所有

业务运行的变分同化系统均采用了该方案。平衡弱

约束以及模式约束是针对该方案的进一步补充和强

化。通过背景误差协方差引入动力平衡约束主要可

以带来三方面的好处：（１）将分析场的相空间限定于

缓变模态，滤除难于准确分析的非平衡运动，保证分

析场的平衡（Ｂａｎｎｉｓｔｅｒ，２００８ａ）；（２）提高观测的使

用效率，弥补观测系统存在的不足，例如可以从质量

场观测中提取有用的风场信息（Ｔｈｅｐａｕｔｅｔａｌ，

２０１０）；（３）改善变分极小化问题的性状，是变分预处

理的重要环节（Ｌｏｒｅｎｃ，１９９７；Ｔａｌａｇｒａｎｄ，２０１０）。

值得注意的是，与早期单变量分析结合静力初始化

保证分析场平衡的方案（例如，同化系统只分析高度

场，而风场由高度场根据平衡关系导出，分析场中不

存在非平衡）不同，采用前述背景误差协方差等三种

形式引入动力平衡约束时，仍会允许非平衡运动在

一定合理范围内出现（Ｄａｌｅｙ，１９９１），这在下文通过

背景误差协方差构造动力平衡约束的实施细节中可

以明显看出。

正因为通过背景误差协方差构造动力平衡约束

十分重要，有关这方面的科学研究和业务应用发表

了大量的论文。然而，由于不同系统在分析变量选

取、离散方案设计以及主要关注区域等问题上存在

差异，讨论和侧重的科学问题、技术细节各不相同。

为了总结这些具体研究中的共性问题和共同认识，

理清该领域研究中尚存在的主要不足以及未来的发

展方向，有必要整理综述这方面的研究进展。由于

不同天气尺度下的平衡约束差异很大，本文主要关

注全球和网格较粗的有限区域同化框架中平衡约束

构造的研究进展，而对于刚刚起步的面向对流尺度

系统的高分辨率同化框架中的平衡约束构造，本文

将在未来研究展望中给出讨论。

１　动力平衡约束的构建

１．１　变分框架背景

变分资料同化通过极小化一个目标函数得到所

要求解的分析场，这个目标函数一般包含以下两个

部分（Ｌｏｒｅｎｃ，１９８６；Ｃｏｕｒｔｉｅｒｅｔａｌ，１９９４）：

犑（狓）＝犑ｂ（狓）＋犑ｏ（狓） （１）

这里采用了增量形式的目标函数，狓表示分析场相

对于参考场的增量。式（１）中，犑ｂ 度量了分析场与

背景场之间的距离，犑ｏ度量了分析场与观测场之间

的距离，变分同化通过极小化该目标函数得到所需

要的分析场。如果采用背景场作为参考场，犑ｂ 可以

简单表达为：

犑ｂ（狓）＝狓
Ｔ犅－１狓 （２）

式中，犅是背景误差协方差矩阵，反映了背景场的误

差结构。犅矩阵在变分资料同化中起着十分重要的

作用，是决定资料同化成败的核心因素。

在实际情形中，犅矩阵是一个超大矩阵，元素值
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难以一一确定，并接近病态。因此，需对其进行变分

预处理，采用模块化形式表达它。预处理一般采用

控制变量变换进行，是各业务 ＮＷＰ中心的通用方

案（Ｐａｒｒｉｓｈｅｔａｌ，１９９２；Ｄｅｒｂｅｒｅｔａｌ，１９９９；Ｂａｎ

ｎｉｓｔｅｒ，２００８ｂ；薛纪善等，２００８）。控制变量变换的

思路是寻找一组背景误差间完全不相关的新分析变

量，称为控制变量狑，替代原有分析变量狓：

狓＝犝狑 （３）

式中，算子犝 满足条件犅＝犝犝
Ｔ，此时式（２）给出的

犑ｂ可以进一步简化为：

犑ｂ（狑）＝狑
Ｔ狑 （４）

通过控制变量变换，背景场项的 Ｈｅｓｓｉａｎ矩阵由

犅－１简化为单位阵，条件数大为减小，极小化问题的

性状得到了极大改善（Ｌｏｒｅｎｃ，１９９７）。

在具体实施中，犝 算子被分成犝ｐ、犝ｈ、犝ｖ 三个

算子逐步实施（Ｂａｒｋｅｒｅｔａｌ，２００４；张华等，２００４）。

犝ｐ算子称为物理变换，它抽取背景误差之间的交叉

协相关，表达不同变量间的动力平衡约束：

狓＝犝ｐ狓ｕ （５）

通过犝ｐ变换，狓ｕ中不同变量间相互独立，被称为独

立分析变量，其对应的背景误差协方差矩阵简化为

块对角阵。经犝ｐ 变换以后，同一变量在不同空间

位置上的背景误差自协方差仍然存在，采用水平变

换犝ｈ和垂直变换犝ｖ做进一步处理，最终获得满足

条件的控制变量狑（朱宗申等，２００２；庄世宇等，

２００５）。

通过控制变量变换方案进行预处理，采用犝 算

子模块化构造犅矩阵，避免了直接表达和求解犅矩

阵的困难，而将问题转移到了犝 算子的准确构造上

去。本文主要关注的是物理变换算子犝ｐ，它承载着

动力平衡约束的构造。下面给出物理变换的基本方

案和相关研究进展。

１．２　物理变换的实施

在理想情形下，经犝ｐ 变换得到的狓ｕ 的不同变

量间应完全独立，这在实际框架中难以实现。可行

的方案是找一组变量使它们之间的背景误差交叉协

相关尽可能小，并忽略剩余的相关。为了达到上述

目标，犝ｐ 变换先选择一个能表征大气主要平衡模态

的变量作为狓ｕ的第一个独立分析变量，然后依次将

其余分析变量投影到已选择的独立分析变量上去，

并将其剩余部分作为下一个独立分析变量。

对于中高纬大尺度大气运动而言，最主要的平

衡约束为准地转平衡和静力平衡（Ｈｏｌｔｏｎ，１９９２）。

基于这两个平衡，大气运动具有准水平无辐散的特

征。因此，可以选择质量（气压或温度，两者通过静

力平衡相互转换）或者旋转风作为第一独立分析变

量，表征大气的平衡模态（Ｌｏｒｅｎｃｅｔａｌ，２００３）。不

过，旋转风（涡度ζ或流函数ψ）是绝大部分系统的

共同选择（见表１第２列），其合理性可从地转适应

理论出发理解。根据该理论，水平尺度大、垂直尺度

小的系统，旋转风场向质量场调整，宜选用质量表征

平衡模态；而对于水平尺度小、垂直尺度大以及在赤

道地区的系统，质量场向旋转风场调整，宜选用旋转

风表征平衡模态。针对不同尺度选择不同的变量是

难以实现的，但如果假设背景场已经能比较好地表

达大尺度的信息，更多需要通过观测改善较小尺度

上的信息，那么使用旋转风场作为平衡模态会更具

优势（Ｌｏｒｅｎｃｅｔａｌ，２００３）。同样基于地转适应理

论，在不同尺度下均保持守恒的变量———位涡应是

平衡分析变量的理想候选者，但由于涉及三维椭圆

方程的求解，计算代价高昂，未进入业务系统中去

表１　一些主要变分同化系统中物理变换方案特征简表

犜犪犫犾犲１犘狉狅狆犲狉狋犻犲狊狅犳狆犺狔狊犻犮犪犾狋狉犪狀狊犳狅狉犿狅犳狊狅犿犲犻犿狆狅狉狋犪狀狋狏犪狉犻犪狋犻狅狀犪犾犪狊狊犻犿犻犾犪狋犻狅狀狊狔狊狋犲犿狊

变分系统 独立分析变量 平衡算子 求解方案

ＥＣＭＷＦ（Ｆｉｓｈｅｒ，２００３） ζ，犇ｕ，（犜，狆ｓ）ｕ，狇 犕，犖，犔 ＮＬＢＥ＋Ｒｅｇ

ＭｅｔＯｆｆｉｃｅ（Ｌｏｒｅｎｃｅｔａｌ，２０００） ψ，χ，狆ｕ，μ 犖 ＬＢＥ＋Ｒｅｇ

ＳＳＩ（Ｐａｒｒｉｓｈｅｔａｌ，１９９２） ζ，犇，（犜，狆ｓ）ｕ，狇 犖 ＬＢＥ

ＧＳＩ（Ｋｌｅｉｓｔｅｔａｌ，２００９） ψ，χ，（犜，狆ｓ）ｕ，μｐｓｅｕｄｏ 犕，犖 Ｒｅｇ

Ｃａｎａｄｉａｎ（Ｐｏｌａｖａｒａｐｕｅｔａｌ，２００５ａ） ζ，犇ｕ，（犜，狆狊）ｕ，ｌｏｇ狇 犕，犖 Ｒｅｇ

ＷＲＦ（Ｋｒｙｓｔａｅｔａｌ，２００９） ψ，χｕ，（犜，狆ｓ）ｕ，μｕ 犕，犖，犔，犘，犙，犚 Ｒｅｇ

ＡＬＡＤＩＮ（Ｂｅｒｒｅ，２０００） ζ，犇ｕ，（犜，狆ｓ）ｕ，狇ｕ 犕，犖，犔，犘，犙，犚 Ｒｅｇ

ＧＲＡＰＥＳ（王瑞春等，２０１５ａ） ψ，χｕ，狆ｕ，狇 犕，犖 ＬＢＥ＋Ｒｅｇ

　　注：ζ涡度，犇散度，ψ流函数，χ势函数，犜温度，狆气压，狆ｓ地面气压，狇比湿，μ相对湿度，μｐｓｅｕｄｏ拟相对湿度，下标ｕ表示变量的非平衡部分；ＮＬＢＥ非线性

平衡方程，ＬＢＥ线性平衡方程，Ｒｅｇ统计方案

　　Ｎｏｔｅ：ζｖｏｒｔｉｃｉｔｙ，犇ｄｉｖｅｒｇｅｎｃｅ，ψｓｔｒｅａｍｆｕｎｃｔｉｏｎ，χｖｅｌｏｃｉｔｙｐｏｔｅｎｔｉａｌ，犜ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅ，狆ｐｒｅｓｓｕｒｅ，狆ｓｓｕｒｆａｃｅｐｒｅｓｓｕｒｅ，狇ｓｐｅｃｉｆｉｃｈｕｍｉｄｉｔｙ，μｒｅｌａｔｉｖｅｈｕ

ｍｉｄｉｔｙ，μｐｓｅｕｄｏｐｓｅｕｄｏｒｅｌａｔｉｖｅｈｕｍｉｄｉｔｙ，ｓｕｂｓｃｒｉｐｔｓｕｄｅｎｏｔｅｕｎｂａｌａｎｃｅｄ，ＮＬＢＥ，ＬＢＥ，ａｎｄＲｅｇｄｅｎｏｔｅｎｏｎｌｉｎｅａｒｂａｌａｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ，ｌｉｎｅａｒｂａｌａｎｃｅｅｑｕａ

ｔｉｏｎ，ａｎｄｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ
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（Ｃｕｌｌｅｎ，２００３；Ｗｌａｓａｋｅｔａｌ，２００６）。

　　选择了旋转风作为第一独立分析变量以后，将

下一个分析变量分解为与已选独立分析变量相平衡

的部分和非平衡部分，其中非平衡部分作为下一个

独立分析变量，以此类推，直到完成所有独立分析变

量的构造。若选择流函数ψ表征旋转风、势函数χ
表征散度风、气压狆表征质量、比湿狇表征水汽，那

么独立分析变量的构造可以表达如下：

ψ＝ψ

χｕ＝χ－犕ψ

狆ｕ＝狆－犖ψ－犔χｕ

狇ｕ＝狇－犘ψ－犙χｕ－犚狆ｕ （６）

式中，犕、犖、犔、犘、犙和犚为平衡算子，表达变量之间

的动力平衡约束。与风压场平衡有关的犕、犖、犔三

个算子中，犖算子最为重要，它表达了旋转风场和质

量场之间的动力平衡约束，在赤道外自由大气中接

近地转平衡关系，在所有变分同化系统中均予以考

虑（见表１第３列）。而犕 和犔 算子只在部分变分

同化系统中有所考虑，其中犕 算子表达了旋转风场

和散度风场之间的动力平衡约束，该平衡算子在边

界层以及高空急流区影响较大，而在其他地区影响

很小（Ｗｕｅｔａｌ，２００２；王瑞春等，２０１２）；犔算子则

表达了非平衡散度风和质量场之间的平衡约束，该

约束一般较小，但在赤道地区以及平流层有一定影

响（Ｃｈｅｎｅｔａｌ，２０１３）。与水汽有关的犘、犙和犚 三

个算子将水汽与动力学变量联系到了一起。但由于

水汽本身的观测以及预报都存在很大误差，将其与

动力学变量联系到一起还存在许多问题，只在部分

区域系统中对这三个算子有所研究（Ｄｅｒｂｅｒｅｔａｌ，

１９９９；Ｂｅｒｒｅ，２０００）。不过，目前欧洲中期天气预报

中心（ＥＣＭＷＦ）、英国气象局（ＭｅｔＯｆｆｉｃｅ）以及我国

ＧＲＡＰＥＳ等全球同化系统已开始研究引入湿度与

温度之间的平衡约束，构造新的有关湿度的独立分

析变量 （Ａｎｄｅｒｓｓｏｎｅｔａｌ，２００５；Ｉｎｇｌｅｂｙｅｔａｌ，

２０１３；龚建东等，２０１６）。

对于式（６），还有两点需要注意。第一，该式在

变分同化框架中一般无需显式出现，引入动力平衡

约束的物理变换采用的是它的逆运算，也即式（５），

此时可以展开为如下形式：

ψ

χ

狆

熿

燀

燄

燅狇

＝

犐　０　０　０

犕　犐　０　０

犖　犔　犐　０

犘　犙　犚　

熿

燀

燄

燅犐

ψ

χｕ

狆ｕ

狇

熿

燀

燄

燅ｕ

（７）

第二，式（６）中我们采用了气压狆作为质量变量，因

而犖 算子主要体现的是风压场在水平方向的准地

转约束，而静力平衡会独立地体现在由气压狆导出

温度犜 的环节中。而如果我们采用犜作为质量变

量，那么犖就会涵盖准地转平衡和静力平衡两个约

束：先由旋转风计算平衡的气压，再由平衡气压计算

与之相平衡的温度。

考虑到准地转平衡和静力平衡是变分同化所需

要考虑的主要动力平衡约束，下面两节就分别给出

有关这两者求解方案的研究进展。其他平衡约束算

子的求解方法与之类似，我们会在叙述过程中指出。

２　准地转平衡约束的求解

准地转平衡约束的求解方案总结起来可以分为

三类：第一类是采用动力平衡方程直接表达；第二类

是采用统计方法，根据一定的样本统计出平衡算子；

第三类是将平衡方程和统计方法结合起来使用，下

面分别予以讨论。

２．１　动力平衡方程方案

该方案采用动力气象学中推导得到的平衡（诊

断）方程表达平衡约束，常用的平衡方程是线性平衡

方程（ｌｉｎｅａｒｂａｌａｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ，ＬＢＥ）（吕美仲等，

２００４）：

狆ｂ＝犖（ψ）＝ 
－２
ｈ ［ｈ·（ρ犳ｈψ）］ （８）

式中，狆ｂ表示与旋转风相平衡的气压。ＬＢＥ考虑了

科氏参数随纬度的变化，是地转平衡方程在球面上

的自然延拓（Ｄａｌｅｙ，１９９６）。有时为更加接近大气

实际情形，可以采用更加复杂的非线性平衡方程

（ＮＬＢＥ）替代 ＬＢＥ 求解 犖 算子（Ｆｉｓｈｅｒ，２００３；

Ｂａｒｋｅｒｅｔａｌ，２００４）。ＮＬＢＥ与梯度风关系相近，在

处理具有强旋转的天气系统时比ＬＢＥ要有一定优

势（庄照荣等，２００６；万齐林等，２００７）。

然而平衡方程在具体应用过程中会面临一些问

题。Ｐａｒｒｉｓｈ等（１９９７）针对ＳＳＩ的研究表明，式（８）

逐层求解平衡气压后，进一步由静力平衡差分导出

温度分析时误差较大。其原因在于：一方面，逐层二

维求解未考虑大气的垂直连续性，造成温度分析的

垂直廓线出现锯齿状分布（Ｌｏｒｅｎｃｅｔａｌ，２００３）；另

一方面，这也与ＳＳＩ采用的Ｌｏｒｅｎｚ垂直离散方案有

关，这将在第３节作进一步分析。此外，线性和非线

性平衡方程均是基于中高纬大气运动特征简化得
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到，在热带地区并不适用。由于变分同化是全局求

解的，平衡方程在热带地区会造成虚假平衡，严重影

响分析效果（Ｄａｌｅｙ，１９９１；王瑞春等，２０１５ａ；２０１５ｂ）。

由于难以给出简单的诊断方程，其他平衡算子

的求解很少采用动力平衡方程方案。不过，Ｆｉｓｈｅｒ

（２００３）在ＥＣＭＷＦ变分同化系统中采用简化的准

地转ω方程表达了旋转风和散度风之间的平衡约

束（犕 算子）。而在其他系统中，犕 算子一般采用下

文统计方案构造。

２．２　统计方案

统计方案根据变量背景误差的估计样本，采用

适当的线性回归方案直接统计求解不同变量之间的

平衡算子（Ｐａｒｒｉｓｈｅｔａｌ，１９９７；Ｄｅｒｂｅｒｅｔａｌ，１９９９）。

由于大气真值无法得知，背景误差的样本无法直接

得到，因而需要采用一些替代样本。目前，替代样本

获取的方法主要有两类：ＮＭＣ方法以及集合方法

（Ｆｉｓｈｅｒ，２００３）。

统计方法既可以逐层构建统计关系，也可以在

变量垂直廓线间建立统计关系，考虑不同层次上变

量间的相关（Ｗｕｅｔａｌ，２００２）。一般为考虑大气的

三维特征，可以构建如下的多层回归方程（Ｗａｎｇｅｔ

ａｌ，２０１５）：

狆犽
０
＝∑

犓

犽＝１

犖犽犽
０ψ犽＋（狆ｕ）犽０ （９）

式中，犓 是模式层总层数。给定狆和ψ 的误差样

本，采用线性回归统计得到犖算子。在地转平衡成

立较好的地区，统计得到的平衡算子与ＬＢＥ的效果

类似；而在地转平衡不适用的地区，统计得到的平衡

约束远小于ＬＢＥ，风压场的分析更为独立，可以避

免直接使用ＬＢＥ作为平衡约束带来的虚假平衡问

题。此外，式（９）采用整层的旋转风场去求解每一层

的平衡质量场，这样的处理考虑了大气在垂直方向

的连续性，可以提高温度分析效果（Ｐａｒｒｉｓｈｅｔａｌ，

１９９７；Ｗａｎｇｅｔａｌ，２０１５）。

由于统计方法简单易行，除用于求解犖算子以

外，物理变换中其他平衡算子的研究和求解基本均

采用了该方案（Ｄｅｒｂｅｒｅｔａｌ，１９９９；Ｂｅｒｒｅ，２０００）。

但统计方法也有其自身的不足：一方面，它只能考虑

变量之间的气候态的线性关系，难于将天气形势的

具体变化考虑进去，也难于向非线性方向扩展；另一

方面，该方法的实际效果依赖于所选用的预报误差

估计样本，统计过程中需小心控制噪音的影响。

２．３　动力统计相结合方案

为了尽可能将动力平衡方程方案与统计方案的

优点结合起来，并尽量减少各自的不足，动力统计

相结合方案被引入进来。其基本思路是：首先在水

平方向根据平衡方程求解出与风场相平衡的质量

场，然后再用统计得到的平衡算子对其垂直廓线做

进一步处理，以修正平衡方程不适用地区的虚假平

衡，并改善变量的垂直分布（Ｌｏｒｅｎｃｅｔａｌ，２０００；王

瑞春等，２０１５ａ）。具体的，该方案首先根据式（８）由

旋转风场逐层求解与之相平衡的狆ｂ，然后再构造如

下的回归方程：

狆ｂ１，犽
０
＝∑

犓

犽＝１

犚犽犽
０
狆ｂ，犽＋狆ｕ，犽

０
（１０）

　　在平衡方程基础上引入式（１０）后，大气在垂直

方向的连续性被考虑进来，可以帮助提高温度分析

效果。此外，在ＬＢＥ不适用的地区，引入式（１０）可

以减少这些地区风压场的耦合程度，避免虚假平衡。

与单纯统计方法相比，动力与统计相结合的混合方

案可以引入变量间的非线性平衡关系。例如，可以

采用ＮＬＢＥ计算式（１０）中的狆ｂ，使得物理变换模型

更为接近大气真实状况（Ｆｉｓｈｅｒ，２００３）。

综上，动力平衡方程方案通过线性（或非线性）

平衡方程给定准地转平衡约束，在中高纬具有较高

的稳健性，但在热带地区会造成虚假平衡，并且逐层

二维求解过程未考虑大气的三维连续性。统计以及

动力统计相结合的方案给定的约束，在中高纬与线

性平衡方程相近（见图１ａ～１ｃ的对比），而在热带地

区要远弱于线性平衡方程（见图１ｄ～１ｆ的对比），风

压场分析在该地区解耦，可以避免虚假平衡对同化

分析的影响。此外，这两个方案考虑了不同层次上

变量间的平衡约束，可以帮助改进温度同化分析效

果，这在下一节将进一步分析。不过，统计的具体效

果在很大程度上依赖于样本以及统计方案的选取，

并且统计系数需要跟随模式和同化系统的变动及时

更新，维护成本相对较高。

３　静力平衡约束的求解

３．１　引入方式

在１．２节中已经提到，物理变换中静力平衡约

束的引入可以分为两种类型：一种是如式（７）给出的
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那样，采用气压狆作为描述质量的分析变量，温度犜

的分析由狆根据静力平衡关系差分导出；另一种方

式是选择犜作为质量场分析变量（需要结合地面气

压狆ｓ），狆的分析由（犜，狆ｓ）根据静力平衡关系积分

得到。在这两种方案中，非静力平衡的信息都被同

化系统滤除了。这一方面是因为大气运动以静力平

衡为主，另一方面也是考虑到数值模式和观测系统

均还不能准确地描述非静力平衡运动（Ｌｏｒｅｎｃｅｔ

ａｌ，２０００）。

前文提到，逐层采用动力平衡方程或统计方案

求解准地转平衡约束会影响犜 分析效果。对于第

一种引入静力平衡约束的方案而言，这易于理解，因

为犜的分析需要由狆垂直差分得到，逐层求解易导

致相邻层次上狆 的分析变动过大（Ｗａｎｇｅｔａｌ，

２０１５）。而对于采用犜作为质量分析变量的第二种

方案，情况同样如此。这是因为在引入质量场和风

场间平衡约束时，还是先计算与风场相平衡的狆ｂ，

再差分导出犜ｂ（Ｐａｒｒｉｓｈｅｔａｌ，１９９７）。因而采用多

层统计回归或者动力统计相结合的方案构造准地

转平衡约束，考虑大气在三维空间的连续性，对于两

种静力平衡约束引入方式同样重要。

图１　在ＧＲＡＰＥＳ３ＤＶＡＲ中，平衡约束分别采用线性平衡方程ＬＢＥ方案（ａ，ｄ），整层统计方案（ｂ，ｅ）

以及ＬＢＥ统计相结合方案（ｃ，ｆ）时，模式１３层（近５００ｈＰａ）上的单点气压观测（高于背景场１ｈＰａ，黑色点）

强迫出的同一层次上狌风增量（等值线，间隔：０．１ｍ·ｓ－１）

（ａ～ｃ：单点位于４５．５°Ｎ、１８０°Ｅ；ｄ～ｆ：单点位于１０．５°Ｎ、１８０°Ｅ）

Ｆｉｇ．１　Ｚｏｎａｌｗｉｎｄａｎａｌｙｓｉｓｉｎｃｒｅｍｅｎｔ（ｃｏｎｔｏｕｒｉｎｔｅｒｖａｌ：０．１ｍ·ｓ
－１）ａｔｍｏｄｅｌｌｅｖｅｌ１３（ａｐｐｒｏｘｉｍａｔｅｌｙａｔ５００ｈＰａ）

ｂｙａｓｓｉｍｉｌａｔｅｄａｓｉｎｇｌｅｓｙｎｔｈｅｔｉｃｐｒｅｓｓｕｒｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｔｈａｔｉｓ１ｈＰａｈｉｇｈｅｒｔｈａｎｔｈｅｂａｃｋｇｒｏｕｎｄａｔｔｈｅｓａｍｅｌｅｖｅｌａｔ１８０°Ｅ，

ａｎｄａｔ（ａ－ｃ）４５．５°Ｎ，（ｄ－ｆ）１０．５°ＮｉｎＧＲＡＰＥＳ３ＤＶＡＲ．Ｔｈｅｒｅｓｕｌｔｓｇｅｎｅｒａｔｅｄ

ｂｙｕｓｉｎｇｌｉｎｅａｒｂａｌａｎｃｅｅｑｕａｔｉｏｎ（ＬＢＥ）ｓｃｈｅｍｅ（ａ，ｄ），ｍｕｌｔｉｌｅｖｅｌｒｅｇｒｅｓｓｉｏｎｓｃｈｅｍｅ（ｂ，ｅ），

ａｎｄＬＢＥｓｔａｔｉｓｔｉｃａｌｃｏｍｂｉｎｅｄｓｃｈｅｍｅ（ｃ，ｆ）ａｓｄｙｎａｍｉｃｂａｌａｎｃｅｃｏｎｓｔｒａｉｎｔｓｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ

３．２　垂直离散方案的影响

引入静力平衡的差分计算除了受准地转平衡约

束求解方式影响以外，还会受模式和同化系统所采

用的垂直离散方案的影响，出现欠定问题，严重影响

分析质量。该问题在目前广泛使用的Ｌｏｒｅｎｚ以及

ＣｈａｒｎｅｙＰｈｉｌｌｉｐｓ离散方案中均有所表现，但形式有

所不同。下面就分别以ＮＣＥＰ的ＳＳＩ（Ｌｏｒｅｎｚ离散，
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见图２ａ）以及 ＭｅｔＯｆｆｉｃｅ的变分框架（Ｃｈａｒｎｅｙ

Ｐｈｉｌｌｉｐｓ离散，见图２ｂ）为例分别予以说明，并给出

其他系统的情况。

图２　（ａ）Ｌｏｒｅｎｚ离散方案（ＳＳＩ）和（ｂ）ＣｈａｒｎｅｙＰｈｉｌｌｉｐｓ离散方案（ＭｅｔＯｆｆｉｃｅＶａｒ）示意

（　
　

〈

σ和狑 表示垂直速度，其余变量含义同表１）

Ｆｉｇ．２　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆ（ａ）ｔｈｅＬｏｒｅｎｚｇｒｉｄ（ｕｓｅｄｉｎＳＳＩ）ａｎｄ（ｂ）ｔｈｅＣｈａｒｎｅｙＰｈｉｌｌｉｐｓｇｒｉｄ（ｕｓｅｄｉｎＭｅｔＯｆｆｉｃｅＶａｒ）

（　
　

〈

σａｎｄ狑ｂｏｔｈｄｅｎｏｔｅｖｅｒｔｉｃａｌｖｅｌｏｃｉｔｙ，ａｎｄｔｈｅｍｅａｎｉｎｇｓｏｆｏｔｈｅｒｖａｒｉａｂｌｅｓａｒｅｓａｍｅａｓｉｎＴａｂｌｅ１）

３．２．１　Ｌｏｒｅｎｚ离散方案

ＳＳＩ垂直坐标采用σ 坐标，垂直离散采用

Ｌｏｒｅｎｚ跳层方案，并采用涡度ζ表征旋转风，（犜，

狆ｓ）表征质量（Ｐａｒｒｉｓｈｅｔａｌ，１９９２）。在σ坐标中，线

性平衡方程 ＬＢＥ可以表示为（Ｔｅｍｐｅｒｔｏｎｅｔａｌ，

１９８１）：

Φｂ＝ 
－２｛·犳（

－２

ζ）｝ （１１）

式中，Φ 由温度犜 和狆ｓ 结合静力平衡组合得到：

（Φ１，Φ２，…，Φ犖）
Ｔ
犖 ＝犌（狆ｓ，犜１，犜２，…，犜犖）

Ｔ
犖＋１，犌是

线性变换算子。注意到，这里犌算子并不是一个方

阵，无法求逆，因而在物理变换中由Φｂ 根据静力平

衡导出（狆ｓ，犜１，犜２，…，犜犖）
Ｔ
犖＋１时就出现了欠定问

题。为克服该问题，ＳＳＩ在计算温度廓线时增加了

一个约束条件：温度在垂直方向二阶导数的累加和

最小。该约束的引入只能部分解决欠定问题，温度

分析误差仍然较大。为此，Ｐａｒｒｉｓｈ等（１９９７）在针对

ＳＳＩ进一步优化中，根据误差样本构建（犜，狆ｓ）和Φ

间的统计约束关系，采用统计系数表达犌－１，取得了

较好的结果。而在ＳＳＩ的升级版本ＧＳＩ中，Ｗｕ等

（２００２）直接构建了（犜，狆ｓ）和ζ间的统计约束关系，

取消了ＬＢＥ的显式计算，其形式类似于式（９）。这

样的方案也被 ＷＲＦ 系统所采用（Ｈｕａｎｇｅｔａｌ，

２００９）。

上述欠定问题在其他采用Ｌｏｒｅｎｚ离散的系统

中也有所出现，例如ＥＣＭＷＦ的变分系统。ＥＣＭ

ＷＦ为解决该问题，起初也是引入约束条件，从犌的

广义逆矩阵中寻找一个符合条件的特解（Ｃｏｕｒｔｉｅｒ

ｅｔａｌ，１９９８）。之后，也沿用ＳＳＩ的经验，采用统计

方案求解犌－１（Ｄｅｒｂｅｒｅｔａｌ，１９９９）。

Ａｒａｋａｗａ等（１９８８；１９９６）从动力框架设计角度

指出，欠定问题的出现与Ｌｏｒｅｎｚ离散方案中变量分

布密切相关。根据图２ａ，Ｌｏｒｅｎｚ离散方案中风场和

温度场变量被设定在同一层次上。而根据热成风关

系，旋 转 风 场 （ζ１，ζ２，…，ζ犖）
Ｔ
犖 仅 能 确 定

犜１＋犜２
２

，犜２＋犜３
２

，…，犜犖－１＋犜犖（ ）２

Ｔ

犖－１

的 值。 此

时，如果（犜１，犜２，…，犜犖）
Ｔ
犖 是一组满足条件的解，那

么给定任意 Δ犜，（犜１ －Δ犜，犜２ ＋Δ犜，…，犜犖 ＋

（－１）
犖
Δ犜）

Ｔ
犖 也同样满足。Δ犜 的存在使得温度分

析在相邻层次上出现严重的ｚｉｇｚａｇ现象。这可以

从图３的示例中看出，当与风场平衡的位势增量′

在所有层次上均为零时，由于Δ犜 的存在，最终犜′

的分析结果并不唯一。

３．２．２　ＣｈａｒｎｅｙＰｈｉｌｌｉｐｓ离散方案

ＣｈａｒｎｅｙＰｈｉｌｌｉｐｓ跳层离散方案中，风场变量放

置于两层温度变量之间的层次上（见图２ｂ），Ｍｅｔ

Ｏｆｆｉｃｅ变分同化系统就采用该设置（Ｌｏｒｅｎｃｅｔａｌ，

２０００）。该系统中位温有犖＋１层，比气压和风多一

层，因而在由平衡气压导出平衡温度时也存有欠定

问题。然而，由于温度和风场不在同一层次上，当风

场廓线确定时，根据热成风关系可以唯一确定除上

下边界以外的所有层次上的温度值，这与Ｌｏｒｅｎｚ网

格下的欠定问题并不一样。进一步的，ＭｅｔＯｆｆｉｃｅ

预报模式在第０层和第１层之间做了等温大气假
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设，同化框架不分析第０层的位温，并且设定顶层的

位温是辐射边界条件，也不参与同化分析。通过这

样的边界设置，引入静力平衡求解温度的欠定问题

得以解决。

图３　Ｌｏｒｅｎｚ离散方案下，由风场计算与之

相平衡的温度场时的欠定问题示意

（参考Ａｒａｋａｗａ等（１９９６）Ｆｉｇ．２绘制）

Ｆｉｇ．３　Ｉｌｌｕｓｔｒａｔｉｏｎｏｆｔｈｅｕｎｄｅｔｅｒｍｉｎｅｄｐｒｏｂｌｅｍ

ｗｈｅｎｕｓｉｎｇｗｉｎｄｆｉｅｌｄｔｏｃａｌｃｕｌａｔｅｂａｌａｎｃｅｄ

ｔｅｍｐｅｒａｔｕｒｅｆｉｅｌｄｏｎＬｏｒｅｎｚｇｒｉｄ

（ａｆｔｅｒｔｈｅＦｉｇ．２ｉｎＡｒａｋａｗａｅｔａｌ，１９９６）

　　ＧＲＡＰＥＳ变分同化系统也采用的是Ｃｈａｒｎｅｙ

Ｐｈｉｌｌｉｐｓ离散方案，因此欠定问题带来的温度分析的

不确定性主要集中在上下边界处。之前的系统中是

采用外插的形式确定上下边界的 值，最 新 的

ＧＲＡＰＥＳ全球变分系统采用统计约束补充边界上

的欠定条件。

综上，由于风场和温度之间满足三维热成风关

系，变分框架在引入静力平衡时需要考虑两方面的

影响：一方面，在求解风压场准地转平衡时需要考虑

不同层次上的变量相关，保证垂直差分计算的温度

在垂直方向的连续性；另一方面，要考虑由于垂直离

散方案造成的求解欠定问题，Ｌｏｒｅｎｚ离散方案中整

层温度的求解均是欠定的，ＣｈａｒｎｅｙＰｈｉｌｌｉｐｓ离散方

案中上下边界处的温度求解也是欠定的。在业务应

用中，常通过整层统计求解（或动力统计相结合）减

缓这两方面的影响：一方面，整层统计考虑了不同层

次上变量相关，保证了分析结果在垂直方向的连续

性；另一方面，统计方案将气候态约束作为一类定解

条件引入到求解中去，避免欠定问题的出现。

４　未来研究展望

本文前面总结的动力平衡约束的求解方案究其

本质都是气候态的平衡约束（Ｔａｌａｇｒａｎｄ，１９９７）。

这些气候态约束抓取了中高纬大尺度大气运动中最

主要的平衡约束信息———准地转平衡与静力平衡。

这些平衡约束的构建在全球以及较粗网格的区域同

化系统中取得了很大的成功，对 ＮＷＰ水平的稳步

提升起到了重要作用。但这些气候态的平衡约束与

真实大气变量间的复杂非线性关系相比，仍过于简

单。随着ＮＷＰ的不断发展，利用背景误差协方差

准确构建变量间的动力平衡约束面临的挑战和机遇

可以总结为以下几个方面。

４．１　赤道等特殊区域的平衡约束构建

在赤道地 区，准 地转 理论不 再适 用 （Ｇｉｌｌ，

１９８２）。并且由于该地区风压场关系十分复杂，难于

简化得到合适的平衡方程充当动力平衡约束。采用

第２节介绍的统计方案或者动力统计相结合方案

给出的该区域的风压场平衡约束远弱于准地转约

束，可以避免直接使用ＬＢＥ带来的虚假平衡问题。

不过，由于约束很弱，质量场中包含的风场信息难于

提取出来。目前，有研究基于赤道波动理论，利用不

同波动的正规模态构造犅矩阵，以考虑不同赤道波

动对于动力平衡约束的影响。该方法最早由Ｐｈｉｌ

ｌｉｐｓ（１９８６）提出，并在一些研究模型中得以应用

（Ｄａｌｅｙ，１９９３；


　
Ｚａｇａｒｅｔａｌ，２００４；Ｋｒｎｉｃｈｅｔａｌ，

２００８）。但是由于在不同波动所占比例的确定，以及

如何与中高纬衔接等方面仍有待进一步细化，该方

案仍处于研究阶段。此外，随着模式层顶的不断提

高，平流层甚至中间层等更高层次上的资料同化的

重要性日益显现，而这些地区平衡约束的准确构建

尚未实现（Ｐｏｌａｖａｒａｐｕｅｔａｌ，２００５ｂ）。

另一方面，与中高纬对流层相比，赤道等特殊区

域的同化分析对于动力平衡约束的需求更为迫切。

这些地区资料相对稀疏，并且主要集中于质量场观

测，风场资料极度匮乏（Ｂａｕｅｒｅｔａｌ，２０１５）。因此，

在赤道等特殊地区，通过合理的平衡约束帮助从质

量观测中提取有效的风场信息，对于同化分析效果

的提升十分关键。

４．２　高分辨率系统中平衡约束构建

在高分辨率（特别是对流尺度的）同化系统中，

前文总结的气候态平衡约束均已不再适用，而新的

平衡约束尚未建立。Ｂａｎｎｉｓｔｅｒ等（２０１１）研究指出，

当ＮＷＰ模式水平分辨率＜３５ｋｍ时，静力平衡的

重要性下降；而当水平分辨率＜７５ｋｍ时，地转平衡

的重要性就会出现下降。ＶｅｔｒａＣａｒｖａｌｈｏ等（２０１２）

研究指出，当模式分辨率＜２０ｋｍ时，静力平衡在对

流区不适用，但在非对流区仍然适用（１．５ｋｍ时仍
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是如此）。虽然，气候态平衡约束准确的适用范围仍

有待进一步研究，但显然已不适合水平分辨率达到

千米级的高分辨率同化系统。而在高分辨率变分同

化系统中，继续采用气候态平衡约束会产生虚假平

衡，阻碍资料的有效同化与应用（陆续等，２０１５）。

为避免使用气候态平衡约束造成的虚假平衡，

现有许多高分辨率同化框架直接不考虑变量间的误

差协方差。而为减少由此带来的非平衡的影响，这

些系统在目标函数中增加有关平衡的弱约束项（Ｌｉ

ａｎｇｅｔａｌ，２００７；Ｇａｏｅｔａｌ，２０１３）。弱约束项的引

入虽然可以帮助改善分析场的平衡特征，但不足以

补偿变量间误差协方差缺失造成的影响，并且还会

影响极小化收敛的速度和精度。为此，如何以更为

恰当的形式引入对流尺度下的动力平衡约束是高分

辨率同化系统的重要挑战（Ｓｕｎｅｔａｌ，２０１４）。

４．３　混合变分同化带来的机遇与挑战

最后，近十多年逐步发展起来的集合变分混合

同化系统为利用背景误差协方差构建动力平衡约束

的发展提供了新的机遇。混合变分同化系统在原有

气候态背景误差协方差的基础上通过集合预报样本

引入具备流依赖特征的背景误差信息（Ｌｏｒｅｎｃ，

２００３；马旭林等，２０１４）。在混合变分同化系统中，

背景误差协方差矩阵可以表示为如下形式（Ｗａｎｇ

ｅｔａｌ，２００７）：

犅＝α犅Ｃ＋（１－α）犅Ｅ （１２）

式中，犅Ｃ 表示气候态的背景误差协方差矩阵，犅Ｅ 表

示集合估计的背景误差协方差矩阵，α是标量参数，

用于调节犅Ｅ 在整体犅中所占的比重。与不随时间

变化的犅Ｃ 不同，犅Ｅ 是由实时集合预报样本生成，考

虑到了天气形势对背景误差的影响，也即犅Ｅ 具有

流依赖特征。根据第１节有关犅矩阵构造和求解

的介绍，犅Ｅ 中流依赖特征可以来源于两个部分：一

方面，由于集合样本中包含了完整的（至少是非线性

模式给定的）变量间的平衡约束，合理应用可以带来

更为全面的动力平衡约束，并可以随具体天气形势

变化（秦琰琰等，２０１２）；另一方面独立分析变量的

空间相关尺度以及背景误差方差也可以随流型演变

（Ｃｌａｙｔｏｎｅｔａｌ，２０１３；张卫民等，２０１６）。图４给出

了这样的示例，当单点观测位于槽后脊前时，同化分

析增量会沿着流线延展，并且风压场的配合也出现

了一定的非地转特征。

Ｂａｕｅｒ等（２０１５）在讨论资料同化未来发展方向

时指出，混合变分同化或者纯粹的集合资料同化在

未来一段时间将成为主流资料同化框架。在新的框

架中，基于集合样本信息给定的流依赖约束，不仅可

以帮助改善全球和区域同化系统原有气候态约束的

不足（Ｃｌａｙｔｏｎｅｔａｌ，２０１３），也为高分辨率同化系统

弥补对流尺度平衡约束缺失的问题提供了可行解决

方案（Ｓｕｎｅｔａｌ，２０１４）。不过，这一过程会受集合

样本数不足、局地化方案破坏原有平衡等多方面因

素的影响。研究、解决这些问题将会为动力平衡约

束的不断改进提供较大的上升空间。

图４　ＧＲＡＰＥＳ集合变分混合同化系统中

（ａ）单点气压观测（高于背景场１ｈＰａ，黑色点）所在模式１３层（近５００ｈＰａ）的背景风场（矢量），

及其强迫出的（ｂ）同一层上气压增量（等值线，间隔：０．０５ｈＰａ）与风场增量（矢量）

Ｆｉｇ．４　（ａ）Ｔｈｅｂａｃｋｇｒｏｕｎｄｗｉｎｄｆｉｅｌｄ（ｖｅｃｔｏｒ）ａｔｍｏｄｅｌｌｅｖｅｌ１３（ａｐｐｒｏｉｍａｔｅｌｙａｔ５００ｈＰａ）ａｎｄ

（ｂ）ｔｈｅａｎａｌｙｓｉｓｉｎｃｒｅｍｅｎｔｏｆｐｒｅｓｓｕｒｅ（ｃｏｎｔｏｕｒｉｎｔｅｒｖａｌ：０．０５ｈＰａ）ａｎｄｗｉｎｄ（ｖｅｃｔｏｒ）ｇｅｎｅｒａｔｅｄｂｙ

ａｓｉｎｇｌｅｓｙｎｔｈｅｔｉｃｐｒｅｓｓｕｒｅｏｂｓｅｒｖａｔｉｏｎｔｈａｔｉｓ１ｈＰａｈｉｇｈｅｒｔｈａｎｔｈｅ

ｂａｃｋｇｒｏｕｎｄａｔｔｈｅｓａｍｅｌｅｖｅｌｉｎＧＲＡＰＥＳｅｎｓｅｍｂｌｅ３ＤＶＡＲｈｙｂｒｉｄａｓｓｉｍｉｌａｔｉｏｎｓｙｓｔｅｍ

１４０１　第９期　　　　　　　 　王瑞春等：变分同化框架通过背景误差协方差构建动力平衡约束的研究进展　 　　　　　　　



５　结　论

通过适当的动力平衡约束条件引导不同变量协

同变化，保证分析场平衡，对于提高观测使用效率以

及保证整个ＮＷＰ系统的同化、预报效果具有十分

重要的意义。这其中，基于背景误差协方差构造动

力平衡约束是变分框架构造中的基础性通用方案。

本文总结了这方面的研究进展，分析讨论了其中的

关键问题，并展望了未来发展趋势。

变分同化框架在变分预处理的物理变换中构造

不同变量的背景误差协方差，引入所考虑的动力平

衡约束。在全球以及较粗网格的有限区域系统中主

要考虑准地转平衡和静力平衡，因而常选用旋转风

表达大气运动的平衡部分。在构建旋转风和质量场

的地转平衡时，可以采用三类求解方案：平衡方程方

案、统计方案以及动力统计相结合的方案。动力平

衡方程方案通过线性（或非线性）平衡方程给定准地

转平衡约束，在中高纬具有较高的稳健性，但在热带

地区会造成虚假平衡。统计以及动力统计相结合

的方案给定的约束，在中高纬与线性平衡方程相近，

而在热带地区要远弱于线性平衡方程，帮助减少虚

假平衡的影响。

在采用气压差分求解温度引入静力平衡时，计

算精度受两方面的影响。一方面，在求解地转平衡

约束时如采用整层统计或者动力统计相结合的方

案，考虑不同层次上变量相关，能更好保证气压在垂

直方向的连续性，进而提高温度分析效果。另一方

面，会受系统所采用的垂直离散方案的影响，

Ｌｏｒｅｎｚ离散方案中整层温度的差分计算均是欠定

的，ＣｈａｒｎｅｙＰｈｉｌｌｉｐｓ离散方案中上下边界处的温度

求解也是欠定的。为避免欠定问题的影响，可以通

过统计得到的气候态约束补足定解条件，例如采用

统计方案直接构造温度和旋转风间的平衡约束，也

可以引入特定的边条件假设。

而在未来发展中，该领域研究面临的挑战和机

遇仍然很多，本文简要讨论了其中几个较为突出的

方面：赤道、平流层等特殊区域平衡约束的构造；高

分辨率同化框架中准地转和静力平衡不再适用时，

新的平衡约束如何构建；混合变分框架中如何更好

发挥集合样本信息的作用，构造具备流依赖的平衡

约束等。
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ｔｈｅＭｅｔＯｆｆｉｃｅＵｎｉｆｉｅｄ Ｍｏｄｅｌ．ＱｕａｒｔＪＲｏｙ ＭｅｔｅｏｒＳｏｃ，１３８

（６６８）：１７０９１７２０．
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ＷａｎｇＸ，ＳｎｙｄｅｒＣ，ＨａｍｉｌｌＴＭ．２００７．Ｏｎｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌｅｑｕｉｖａｌｅｎｃｅ

ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｌｙ ｐｒｏｐｏｓｅｄ ｅｎｓｅｍｂｌｅ３ＤＶＡＲ ｈｙｂｒｉｄ ａｎａｌｙｓｉｓ

ｓｃｈｅｍｅｓ．ＭｏｎＷｅａＲｅｖ，１３５（１）：２２２２２７．
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