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提　要：为了模拟球面平流传输过程，本文基于球面阴阳重叠网格设计了一种两时间层半拉格朗日平流方案。该方案在球

面坐标下采用新型的ＬＥ水平跳点网格，同时针对阴阳网格重叠区，采用了不同插值方法进行比较分析，且进行了相关的理想

数值试验对方案设计效果进行评估。数值试验表明方案设计是成功的，阴阳网格重叠区平流对插值方案比较敏感；半拉格朗

日方案能较好地模拟球面刚体平流和变形涡旋的结构、位置及演变过程，并具有较好的数值稳定性和较高的数值精度。
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引　言

在全球大气数值模拟中平流输送过程是一种重

要的动力过程，平流传输过程不仅会影响物理量的

分布，而且会产生平流传输量与波动的非线性相互

作用。平流输送过程也和数值方法的计算稳定性、

计算精度和计算效率密切相关 （Ｒｉｔｃｈｉｅ，１９８７）。目

前，全球大气数值模式许多是基于普通的球面经纬

网格上开发的，其动力框架中通常是采用欧拉方法

或谱转换的方法计算平流（Ｌｉｅｔａｌ，２００６）。普通经

纬网格由于存在极点奇异和经线辐合的数值计算问

题，采用欧拉方法计算平流会受到严格的ＣＦＬ条件

的限制，使得计算时间步长受限，计算误差偏大且计
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算效率降低。而采用谱转换的方法计算平流会出现

非物理数值解，如负地形、负水汽等。针对全球大气

数值模式动力框架中平流计算存在的问题，从２０世

纪６０年代开始众多科学家就开始探索解决的办法，

大致可以分为两个方向：一是采用基于半拉格朗日

平流的动力框架；二是构造准均匀的球面网格。

对于半拉格朗日平流动力框架，自从Ｆｊφｒｔｏｆｔ

（１９５２；１９５５）尝试采用拉格朗日方法进行描述流体

的运动规律之后，拉格朗日方法思想便逐步引起众

多气象学家的关注。ＷｉｉｎＮｉｅｌｓｅ（１９５９）鉴于采用拉

格朗日方法对固定粒子积分一段时间后出现变形的

问题提出了半拉格朗日平流方法，和欧拉方法处理

平流相比，该方法能够突破ＣＦＬ条件的限制，允许

大的积分时间步长和避免非线性计算不稳定，同时

该方法和隐式处理快波问题方法相结合能够提高计

算效率和计算稳定性（Ｒｏｂｅｒｔ，１９８２）。最近几十年，

采用半拉格朗日方法处理平流问题的思想逐渐发展

起来，也逐步应用到模式预报中。Ｂａｔｅｓ等（１９８２）

在分裂显式多尺度原始方程模式中采用半拉格朗日

平流方法得到了准确的预报结果，Ｓｔａｎｉｆｏｒｔｈ等

（１９８６）将半拉格朗日方法和半隐式处理问题的方法

相结合并将其应用到有限元浅水方程区域模式中，

也获得了比较理想的结果。此外，Ｓｔａｎｉｆｏｒｔｈ等

（１９９１）对半拉格朗日方法在一维、二维及三维上的

应用做过详细论述，包括被动平流、强迫平流及浅水

方程组的处理。我国气象学家廖洞贤等（１９８２）、曾

庆存（１９７８）、王宗皓（１９８１）对拉格朗日方法进行过

相关研究，包括差分格式的设计及数值算法的设计

等 等。我 国 新 一 代 自 主 研 发 大 气 数 值 模 式

ＧＲＡＰＥＳ也是采用半拉格朗日方案处理平流过程

（徐枝芳等，２０１３；朱振铎等，２００７）。

关于 构造准均匀球 面网 格 方 面，Ｋｕｒｉｈａｒａ

（１９６５）最早提出了“精简网格”，此后Ｓａｄｏｕｒｎｙ等

（１９６８）和 Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ（１９６８）提出“正二十面体网

格”，Ｓａｄｏｕｒｎｙ（１９７２）提出了“立方体球面网格”等。

“精简网格”由于在每一纬度都减少一定的格点会产

生波动的位相误差，同时也会引起波动的经向坡度

加大；“立方体球面网格”由于其非正交性增加了模

式的计算量；“正二十面体网格”由于网格长度和网

格角度的变化不是非常规则，对其无法应用常规的

有限差分方法，同时也存在弱的奇异点。但是球面

准均匀网格是改进模式多尺度模拟能力和负载平衡

能力很好的选择（Ｚｅｒｒｏｕｋａｔｅｔａｌ，２０１２），也是未来

解决极点问题的重要途径 （Ｗａｓｈｉｎｇｔｏｎｅｔａｌ，

２００９）。基于上述考虑，论文尝试采用一种“阴阳网

格”来讨论球面平流传输问题。球面阴阳网格是

Ｋａｇｅｙａｍａ等（２００４）提出的一种准均匀无奇异重叠

网格系统，它设计简单而且是正交的，同时也不存在

坐标奇异、极区网格辐合物理问题。论文以球面阴

阳网格为主线，在球面坐标下采用新型的ＬＥ水平

跳点网格（刘宇迪，２００４；刘宇迪等，２００６），设计一种

两时间层半拉格朗日平流方案讨论球面平流传输问

题，以期为开发全球高分辨球面阴阳网格数值模式

的相关学者提供可行性参考。

１　基本网格

１．１　阴阳网格

阴阳网格是一种球面上的重叠网格，它由两个

相同的经纬网格扣合组成，如图１ｃ所示。以狀表示

阳网格，犲表示阴网格，在笛卡尔坐标系中，阴阳网

格之间的关系表达式为：

（狓狀，狔
狀，狕狀）＝ （－狓

犲，狕犲，狔
犲） （１）

　　阴阳网格是普通经纬网格的低纬部分，对于每

一分量网格（图１ａ或１ｂ），设λ、φ分别代表球坐标

系下的经向及纬向坐标，则其经纬度的范围为：

π／４≤λ≤７π／４ （２）

－π／４≤φ≤π／４ （３）

　　在球坐标系下，按照式（１）可得：

狉狀 ＝狉
犲
　　　　　　 （４）

ｃｏｓφ
狀ｃｏｓλ

狀
＝－ｃｏｓφ

犲ｃｏｓλ
犲 （５）

ｃｏｓφ
狀ｓｉｎλ

狀
＝ｓｉｎφ

犲 （６）

ｓｉｎφ
狀
＝ｃｏｓφ

犲ｓｉｎλ
犲 （７）

式（４）～（７）是阴阳网格进行边界数据交换的基本关

系式，其中为了方便对阴阳网格的边界进行数据交

换，通常需要扩展各分量网格的边界。

为了更清晰地看到阴阳网格的重叠属性，图２

绘制阴阳网格在圆柱等面积的投影示意图。由图可

知，阴阳网格是重叠网格，阴网格和阳网格在边界处

交错重叠。关于阴阳网格的优点，Ｋａｇｅｙａｍａ等

（２００４）、Ｐｅｎｇ等（２００６）、Ｂａｂａ等（２０１０）、Ｓｔａｎｉｆｏｒｔｈ

等（２０１２）和Ｚｅｒｒｏｕｋａｔ等（２０１２）都进行过相关介

绍，包括网格正交性、准均匀无奇异、易于区域分解

和并行运算、易于编程及全球和局地数值模式的转

换等。
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图１　阴阳网格示意图

（ａ）阴网格，（ｂ）阳网格，（ｃ）阴阳网格

Ｆｉｇ．１　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＹｉｎＹａｎｇｇｒｉｄ

（ａ）Ｙｉｎｇｒｉｄ，（ｂ）Ｙａｎｇｇｒｉｄ，（ｃ）ｏｖｅｒｓｅｔＹｉｎＹａｎｇｇｒｉｄ

图２　阴阳网格在圆柱等面积上的投影示意图

Ｆｉｇ．２　ＳｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆＹｉｎＹａｎｇｇｒｉｄｗｉｔｈｔｈｅｐｒｏｊｅｃｔｉｏｎｏｆｅｑｕａｌａｒｅａｃｙｌｉｎｄｅｒ

１．２　犔犈网格

２０世纪６０年代 Ｗｉｎｎｉｎｇｈｏｆｆ（１９６８）对水平网

格变量配置的研究进行过论述，此后刘宇迪等

（２００１；２００２）参照 Ｗｉｎｎｉｎｇｈｏｆｆ的思路对现今出现

的所有水平网格从模拟大气波动的角度进行过较为

深入的分析，发现尽管ＡｒａｋａｗａＣ网格是现有的水

平网格的最好网格，但在科氏项存在平均，数值计算

也会出现误差。鉴于此，刘宇迪（２００４）提出的一种

新的水平跳点ＬＥ网格，如图３所示，它主要是将平

流量犉放在格点上，狌，狏风场同时放在狓 和狔方向

格点中间。刘宇迪采用一种推导波动频散关系的通

用方法，在可分辨和不可分辨情形下，借助二阶中央

差和四阶紧致差分格式将ＬＥ网格和 ＡｒａｋａｗａＡ、

Ｂ、Ｃ、Ｄ及Ｅ网格在模拟Ｒｏｓｓｂｙ波及惯性重力波的

特性进行了对比分析，结果表明无论可分辨还是不

可分辨，，亦或是采用二阶中央差还是四阶紧致差分

格式，在频率和群速两方面，ＬＥ网格描述惯性重力

波产生的误差均较ＡｒａｋａｗａＡＥ网格要小，同时也

表明只有ＬＥ网格和ＡｒａｋａｗａＣ网格采用差分精度

图３　ＬＥ网格的变量配置图
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９０７　第６期　　　　　　　　　　艾细根等：基于新型ＬＥ水平跳点网格的阴阳网格平流方案设计　　　　　　　　　　　　



较高的紧致差分格式时，模拟惯性重力波的精度才

会提高。因此，本文在设计球面阴阳重叠网格平流

方案过程中，尝试采用ＬＥ网格配置方案来离散变

量，也为后续设计三维球面阴阳网格模式做好铺垫。

２　阴阳网格上半拉格朗日平流方案设

计

　　关于半拉格朗日方法，本文研究的是基于全球

的省时两时间层半拉格朗日格式，这种格式在不丧

失数值精度的情况下时间步长能比三时间层半拉格

朗日格式取得更长（Ｓｔａｎｉｆｏｒｔｈｅｔａｌ，１９９１）。如前所

述，阴阳网格是普通经纬网格的低纬部分，平流方程

在两网格中的表达形式类似，以阳网格为例，在极坐

标系下二维平流方程可以表示为：

ｄ犉（λ
狀，φ

狀）

ｄ狋
＝ψ （８）

式中，标量犉（λ
狀，φ

狀）代表阳网格中的平流量，ψ为物

质源汇项，ｄ／ｄ狋是物质导数，且满足，

ｄ

ｄ狋
（）＝



狋
（）＋

狌
犪ｃｏｓθ



λ
（）＋

狏
犪


θ
（） （９）

式中狌、狏分别为纬向和经向速度分量，犪为地球半

径。对式（８）采用两时间层半拉格朗日方法思想，将

平流量犉（λ
狀，φ

狀）从狋犿＝犿Δ狋到狋
犿＋１＝（犿＋１）Δ狋沿

空气质点轨迹积分，有：

犉犿＋１犻，犼 －犉
犿
犻－犪，犼－犫

Δ狋
＝
１

２
（ψ
犿＋１
犻，犼 ＋ψ

犿
犻－犪，犼－犫） （１０）

式中，（犻，犼）代表流体质点在（犿＋１）时刻到达的格

点位置，（犻－犪，犼－犫）代表流体质点在犿时刻的出发

点位置。若忽略源汇项ψ，方程（８）变为：

ｄ犉（λ
狀，φ

狀）

ｄ狋
＝０ （１１）

则由式（１０）可知

犉犿＋１犻，犼 ＝犉
犿
犻－犪，犼－犫 （１２）

由式（１２）可知，在不考虑源汇项的情况下，到达点未

来时刻的数值来源于其上游点数值，这就是半拉格

朗日平流。从中我们也可以知道为了求得到达点未

来时刻的平流数值必须确定上一时刻出发点位置（犻

－犪，犼－犫），而（犻－犪，犼－犫）所处的位置不一定是格

点，因而需要通过已知时刻的平流值插值获得上游

点的值，因此球面阴阳网格半拉格朗日平流方案设

计关键问题之一为半拉格朗日轨迹的计算。

本文所涉及的半拉格朗日平流方案是在球面阴

阳网格上进行，因而着重考虑半拉格朗日方法在球

面上的轨迹计算，而阴网格是阳网格经过旋转后得

到的，阴阳网格的轨迹计算可以共用一套源程序，下

面以阳网格为例来探讨半拉格朗日轨迹的计算。

在阳网格中流体质点运动轨迹的控制方程可以

表示为：

ｄλ
狀

ｄ狋
＝

狌

犪ｃｏｓφ
狀

（１３）

ｄθ
狀

ｄ狋
＝
狏
犪

（１４）

在球面坐标上考虑上游点的位置犅、到达点位置犃

及中间点犆，（λ犱，φ犱）、（λ犪，φ犪）和（λ０，φ０）分别为其相

应的经纬度坐标，采用如下的两步格式确定出发点：

λ０ ＝λ犪－狌（λ犪，φ犪，狋
犿）Δ狋／２ （１５）

φ０ ＝φ犪－狏（λ犪，φ犪，狋
犿）Δ狋／２ （１６）

λ犱 ＝λ犪－狌（λ０，φ０，狋
犿＋

１
２）Δ狋 （１７）

φ犱 ＝φ犪－狏（λ０，φ０，狋
犿＋

１
２）Δ狋 （１８）

　　Ｒｉｔｃｈｉｅ等（１９９４）在球面中低纬度对式（１５）～

（１８）给出一种很好的近似，其表达式为：

λ０ ＝λ犪－
狌０Δ狋

犪ｃｏｓφ犪
１＋

Δ狋
２

６犪２
（狌２０ｔａｎ

２

φ犪－狏
２
０［ ］）　

（１９）

φ０ ＝φ犪－
狏０Δ狋

犪
＋（
狌０Δ狋

犪
）２ｔａｎφ犪
２

（２０）

λ犱 ＝λ犪－
２狌０Δ狋

犪ｃｏｓφ犪
１－
狌０Δ狋

犪
ｔａｎφ［ ］犪 （２１）

φ犱 ＝φ犪－
２狏０Δ狋

犪
＋（ｓｅｃ

２

φ犪－
２

３
）（狌０Δ狋
犪
）２狏０Δ狋
犪

（２２）

式中（狌０，狏０）代表中间点犆的风速，可以采用线性插

值获得该风场。经过数值验证，通常迭代两次就可

以求得球面上游点位置（λ犱，φ犱）。阴阳网格是球面

经纬网格的低纬部分，因此本文主要借助Ｒｉｔｃｈｉｅ等

（１９９４）算法确定上游点的位置。

球面阴阳网格半拉格朗日平流方案设计关键问

题之二为阴阳网格重叠区的平流数据交换。阴阳网

格是重叠网格，而对重叠网格的数据交换一般采用的

是插值的方法（ＭｃＤｏｎａｌｄ，１９８９）。关于阴阳网格边界

的数据插值交换问题，Ｑｕａｄｄｏｕｒｉ等（２００８）、Ｌｉ等

（２００８）、Ｂａｂａ等（２０１０）均采用三次拉格朗日插值来完

成阴阳网格的边界数据交换，Ｐｅｎｇ等（２００６）在阴阳

网格上应用了双线性插值进行边界数据的过渡。为

了比较插值方案对阴阳网格重叠区交换的影响，本文

将分别采用三次拉格朗日插值及双线性插值进行比

较分析。下面针对阴阳网格重叠区数据交换，详细讨
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论三次拉格朗日插值在阴阳网格上的应用，关于双线

性插值Ｐｅｎｇ等（２００６）进行过详细的介绍。

由前所述，阴阳网格的边界插值通常是在分量

网格的扩展区δ内进行。设在阳网格边界扩展区上

某点的坐标为（λ
狀
犺，φ

狀
犺），由式（５）和（６）可知，该点可

用阴网格点的坐标（λ
犲
犻狀，φ

犲
犻狀）表示为：

φ
狀
犺 ＝ｓｉｎ

－１（ｃｏｓφ
犲
犻狀ｓｉｎλ

犲
犻狀） （２３）

λ
狀
犺 ＝ｓｉｎ

－１（ｓｉｎφ
犲
犻狀／ｃｏｓφ

犲
犺） （２４）

由式（２３）和（２４）可以方便确定阳网格边界扩展区上

的点在阴网格的位置，从而可以在阴网格中对其进

行拉格朗日插值求解。拉格朗日插值处理过程如

下：设在经向方向上分布着狓０，狓１，…，狓狀 的狀＋１个

离散格点，则一维拉格朗日插值基函数犾犻（狓）为：

犾犻（狓）＝ Π
狀

犼＝０，犼≠犻

狓－狓犼
狓犻－狓犼

（犻＝０，１，…，狀）（２５）

式（２５）的插值具有狀阶精度，同理在纬向方向上对

于分布着的狔０，狔１，…，狔狀 的狀＋１个离散格点，可以

得出其插值基函数犾犼（狔）。对于三次拉格朗日插值

可知纬向一维基底函数为：

犾０（狓０）＝
（狓－狓１）（狓－狓２）（狓－狓３）
（狓０－狓１）（狓０－狓２）（狓０－狓３）

（２６）

犾１（狓１）＝
（狓－狓０）（狓－狓２）（狓－狓３）
（狓１－狓０）（狓１－狓２）（狓１－狓３）

（２７）

犾２（狓２）＝
（狓－狓０）（狓－狓１）（狓－狓３）
（狓２－狓０）（狓２－狓１）（狓２－狓３）

（２８）

犾３（狓３）＝
（狓－狓０）（狓－狓１）（狓－狓２）
（狓３－狓０）（狓３－狓１）（狓３－狓２）

（２９）

如图４所示，设阳网格边界扩展区（虚线表示）Ｅ点

为所要的插值点，其坐标为（狓狆，狔狆），其在阴网格对

应的物理量值设为犉犲犈（狓狆，狔狆）。通过经向方向上三

次拉格朗日插值求出 犉犲犃（狓狆，狔０），犉
犲
犅（狓狆，狔１），

犉犲犆（狓狆，狔２），犉
犲
犇（狓狆，狔３）。对应的求解公式如下：

犉犲犃（狓狆，狔０）＝犾０（狓０）犉
犲（狓０，狔０）＋犾１（狓１）犉

犲（狓１，狔０）＋

犾２（狓２）犉
犲（狓２，狔０）＋

犾３（狓３）犉
犲（狓３，狔０） （３０）

犉犲犅（狓狆，狔１）＝犾０（狓０）犉
犲（狓０，狔１）＋犾１（狓１）犉

犲（狓１，狔１）＋

犾２（狓２）犉
犲（狓２，狔１）＋

犾３（狓３）犉
犲（狓３，狔１） （３１）

犉犲犆（狓狆，狔２）＝犾０（狓０）犉
犲（狓０，狔２）＋犾１（狓１）犉

犲（狓１，狔２）＋

犾２（狓２）犉
犲（狓２，狔２）＋

犾３（狓３）犉
犲（狓３，狔２） （３２）

犉犲犇（狓狆，狔３）＝犾０（狓０）犉
犲（狓０，狔３）＋犾１（狓１）犉

犲（狓１，狔３）＋

犾２（狓２）犉
犲（狓２，狔３）＋

犾３（狓３）犉
犲（狓３，狔３） （３３）

根据式（３０）～（３３），在纬向方向上进行插值可以得

到犉犲犈（狓狆，狔狆），其表达式如下：

犉犲犈（狓狆，狔狆）＝犾０（狓０）犉
犲
犃（狓狆，狔０）＋犾１（狓１）犉

犲
犅（狓狆，狔１）＋

犾２（狓２）犉
犲
犆（狓狆，狔２）＋

犾３（狓３）犉
犲
犇（狓狆，狔３） （３４）

式（３４）完成了阴阳网格边界处的数据交换，而对于

阴阳网格中的矢量数据的交换其处理过程会有所不

同，其具体参见 Ｋａｇｅｙａｍａ等（２００４）一文。通过上

述的所有步骤，完成了阴阳网格边界数据交换，下面

将进行相应的理想数值试验，以揭示半拉格平流方

案在阴阳重叠网格中的设计效果。

图４　阴阳网格边界数据插值示意图

（犈为插值点，犃，犅，犆，犇为辅助点）

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｓｃｈｅｍａｔｉｃｄｉａｇｒａｍｏｆｄａｔａｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎ

ａｔｔｈｅＹｉｎＹａｎｇｇｒｉｄ’ｓｂｏｕｎｄａｒｉｅｓ

（犈ｉｓｔｈｅｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｐｏｉｎｔ，ａｎｄ犃，犅，犆，犇ａｒｅ

ｔｈｅａｕｘｉｌｉａｒｙｐｏｉｎｔｓ）

３　理想数值试验

本文采用球面浅水方程最为广泛使用的刚体平

流试验、变形流试验及正弦波试验，对半拉格日平流

方案在球面阴阳重叠网格上的设计效果进行分析和

评估。在进行数值试验前，先介绍在试验结果分析

过程中用到的误差估计标准。根据 Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ等

（１９９２）的定义，同时兼顾阴阳网格的特殊性，定义全

球积分为：

犐狔犻狀狔犪狀犵（犉）＝
１

４π∫

７π
４

π
４

∫

π
４

－
π
４

犉狀（λ，φ）ｃｏｓφ
狀ｄφ

狀ｄλ
狀
＋

１

４π∫

７π
４

π
４

∫

π
４

－
π
４

犉犲（λ，φ）ｃｏｓφ
犲ｄφ

犲ｄλ
犲 （３５）

全球归一化误差为：
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犾１（犉）＝
犐狔犻狀狔犪狀犵狘犉－犉犜狘
犐狔犻狀狔犪狀犵狘犉犜狘

　　　　　　　　　　　　　 （３６）

犾２（犉）＝
｛犐狔犻狀狔犪狀犵［（犉－犉犜）

２］｝
１
２

｛犐狔犻狀狔犪狀犵［犉
２
犜］｝

１
２

（３７）

犾ｉｎｆ（犉）＝
ｍａｘ［狘犉

狀（λ，φ）－犉
狀
犜（λ，φ）狘，狘犉

犲（λ，φ）－犉
犲
犜（λ，φ）狘］

ｍａｘ［狘犉
狀
犜（λ，φ）狘，狘犉

犲
犜（λ，φ）狘］

（３８）

其中下标犜 的物理量代表平流量的解析值。根据

Ｌｉ等（２００６）的定义，收敛率ε的定义如下：

ε（Δ狓２／Δ狓１）＝
ｌｎ［犈（Δ狓２）／犈（Δ狓１）］

ｌｎ（Δ狓２／Δ狓１）
（３９）

式中，Δ狓为网格单方向的分辨率，犈为总误差，其衡

量的表达式为，

犈＝
１

犖∑犖
狘犉（λ，φ）－犉犜（λ，φ）狘 （４０）

式中犖 为总格点数。

３．１　刚体平流试验

Ｗｉｌｌｉａｍｓｏｎ等（１９９２）提出一个在二维无辐散

风场中刚体平流试验，该试验被广泛应用于测试全

球平流数值方案性能中（Ｈａｌｌｅｔａｌ，２０１３）。试验中

由于采用无辐散风场，平流过程中“余弦钟”形状应

保持不变。本文针对平流方程（１１），在定常无辐散

风场下模拟平流传输问题。在经纬网格系统内，定

常无辐散风场为：

狌＝狌０（ｃｏｓφｃｏｓα＋ｓｉｎφｃｏｓλｓｉｎα） （４１）

狏＝－狌０ｓｉｎλｓｉｎα （４２）

式中，α为刚体旋转轴和极轴的夹角，狌０ 为旋转的线

速度，其定义为狌０＝２π犪／（１２×２４×３６００），大概为

４０ｍ·ｓ－１。试验中平流量的初始分布为：

犉（λ，φ）＝

０．５［１＋ｃｏｓ（π狉／犚）］，

　 当狉＜犚＝犪／３

０，

　 当狉≥犚＝犪／

烅

烄

烆 ３

（４３）

式中狉＝犪ｃｏｓ
－１［ｓｉｎφ０ｓｉｎφ＋ｃｏｓφ０ｃｏｓφｃｏｓ（λ－λ０）］

表示（λ，φ）与“余弦钟”中心（λ０，φ０）的大圆距离，试

验中余弦钟的中心定位在λ０＝３π／２，φ０＝０。

本次刚体平流试验，针对不同的分辨率，一共进

行了三组试验，选取分辨率为０．３１２５°×０．３１２５°，

０．６２５°×０．６２５°，１．２５°×１．２５°，相应的时间步长为

１２００ｓ、２４００ｓ和４８００ｓ，且所有测试均绕地球一

圈。试验中的ＣＦＬ条件保持不变，分别在旋转角α

等于０°、４５°和９０°下进行，关于半拉格朗日处理的方

法，比如球面上游点的确定采用的是前述的Ｒｉｔｃｈｉｅ

和Ｂｅａｕｄｏｉｎ方法，阴阳网格边界数据插值交换采用

的是三次拉格朗日插值方法，空间离散采用的是ＬＥ

网格水平离散方式。

图５给出了刚体平流试验在网格分辨率为

１．２５°×１．２５°情形下，绕０°、４５°、９０°旋转下的犾２、犾ｉｎｆ

随时间的演变图。从图可以看出，不管在何种旋转

角下，犾２、犾ｉｎｆ的总体趋势是随着时间的积分在向上增

长，且犾２、犾ｉｎｆ在时间演变过程中存在不同程度的脉

冲状的跳跃，这主要是刚体平流在不同的旋转角度

情况下通过阴阳网格的边界次数所致（这主要是因

为参照式（３５）的全球积分的定义在球面阴阳网格重

叠边界处积分计算了两次）。从图５ａ、５ｂ、５ｃ通过分

析不同旋转角度下犾２、犾ｉｎｆ的最大值，可以发现对于

绕极平流其犾２、犾ｉｎｆ的最大值明显大于绕赤道和绕

４５°平流，犾２、犾ｉｎｆ的最大值都达到了０．０２１０，说明在阴

阳网格平流数值模拟中，通过阴阳网格的边界次数

越多，其计算的误差相应地会增大。图６和图７给

出刚体平流试验在网格分辨率为０．６２５°×０．６２５°和

０．３１２５°×０．３１２５°情形下，绕０°、４５°、９０°旋转下的

犾２、犾ｉｎｆ、随时间的演变图。从图６和图７，可以看出

随着模式分辨率的提高，犾２、犾ｉｎｆ随时间演变的趋势不

变，都在向上增大，且针对不同的旋转角度也会出现

相应程度的脉冲状跳跃。但是分析不同旋转角度下

犾２、犾ｉｎｆ的最大值时，随着模式分辨率的提高虽然仍保

持着绕极地平流大于绕赤道和绕４５°平流的特点，

其最大值明显小于在网格分辨率为１．２５°×１．２５°的

情形下。对于网格分辨率为０．６２５°×０．６２５°，绕极

地平流犾２、犾ｉｎｆ的最大值分别为０．００３８和０．００６２，而

对于网格分辨率为０．３１２５°×０．３１２５°，绕极地平流

犾２、犾ｉｎｆ的最大值则骤减为０．０００７６７和０．００２１。从中

可以得知随着模式分辨率提高，虽然犾２、犾ｉｎｆ的总体

变化趋势没有太大变化，但是其误差的极值随着分

辨率的提高急剧下降，说明阴阳网格适合于高分辨

率的数值模拟。
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图５　不同旋转角度下刚体平流试验的归一化误差的时间系列

（ａ）α＝０°，（ｂ）α＝４５°，（ｃ）α＝９０°；分辨为１．２５°×１．２５°

Ｆｉｇ．５　Ｔｈｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｔｈｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｅｒｒｏｒｓｏｆｓｏｌｉｄｂｏｄｙｔｅｓｔｃａｓｅｉｎｄｉｆｆｅｒｅｎｔａｎｇｌｅｓ

（ａ）α＝０°，（ｂ）α＝４５°，（ｃ）α＝９０°；Ｔｈｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓ１．２５°×１．２５°

图６　同图５，但是分辨率为０．６２５°×０．６２５°

Ｆｉｇ．６　ＳａｍｅａｓＦｉｇ．５，ｂｕｔｔｈｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓ０．６２５°×０．６２５°

图７　同图５，但是分辨率为０．３１２５°×０．３１２５°

Ｆｉｇ．７　ＳａｍｅａｓＦｉｇ．５，ｂｕｔｔｈｅｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓ０．３１２５°×０．３１２５°
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　　同时为了比较边界数据插值方案对数值解的敏

感性，结合上述分析，仅考虑绕极地平流，图８给出

了在双线性边界数据插值方案下不同分辨率绕极地

的犾２、犾ｉｎｆ的时间演变图，试验中其他条件和三次拉

格朗日插值方案一样。从图中可知，对于绕极地平

流，采用双线性插值方案犾２、犾ｉｎｆ的总体变化趋势和

三次拉格朗日插值模拟效果一致，都在随时间演变

而向上增长，且通过阴阳网格的边界时，也出现了不

同程度的脉冲状跳跃。但是对双线性插值方案，其

绕极地平流的犾２、犾ｉｎｆ的最大值明显大于采用三次拉

格朗日插值。同样对于网格分辨率为１．２５°×

１．２５°，采用三次拉格朗日插值方案，如前所述绕极

地平流的犾２、犾ｉｎｆ的最大值都为０．０２１０，而采用双线

性插值绕极地平流的犾２、犾ｉｎｆ的极值分别为０．５６４０和

０．４９１０，是采用三次拉格朗日插值的２６倍和２３倍

之多，虽然采用双线性插值方案随着模式分辨率的

提高，犾２、犾ｉｎｆ的最大值减小，但是相对三次拉格朗日

插值方案，其误差也明显偏大，说明对于半拉格朗日

平流方案采用双线性插值处理阴阳网格的边界是不

恰当的，边界的数据交换对插值方案非常敏感。

图８　双线性插值方案下刚体平流试验在不同分辨率中绕极地归一化误差的时间系列

（ａ）１．２５°×１．２５０°，（ｂ）０．６２５°×０．６２５°，（ｃ）０．３１２５°×０．３１２５°

Ｆｉｇ．８　Ｔｈｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｔｈｅｎｏｒｍａｌｉｚｅｄｅｒｒｏｒｓｏｆｔｈｅｐｏｌｅｗａｒｄｓｏｌｉｄｂｏｄｙｔｅｓｔｃａｓｅｗｉｔｈ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｂｙｕｓｉｎｇｂｉｌｉｎｅａｒｉｎｔｅｒｐｏｌａｔｉｏｎｍｅｔｈｏｄ

（ａ）１．２５°×１．２５０°，（ｂ）０．６２５°×０．６２５°，（ｃ）０．３１２５°×０．３１２５°

　　为了分析采用三次拉格朗日插值下，半拉格朗

日平流方案的数值守恒性和稳定性。图９给出网格

分辨率为１．２５°×１．２５°下刚体平流试验中在不同旋

转角度下全球总质量积分的时间系列。从图中可以

可出，在不同的旋转角度下，全球总质量积分也出现

了相应程度的脉冲状的跳跃，这和归一化误差的时

间相似，说明对于全球总质量积分，当刚体通过阴阳

网格边界时会出现质量不守恒，存在着数值突变，也

进一步说明了阴阳网格的数值守恒是一个急需研究

的问题。表１给出了刚体平流试验在网格分辨率为

１．２５°×１．２５°绕极地旋转一圈后不同ＣＦＬ条件下

的归一化误差，从表可知随着ＣＦＬ的条件的增大，

犾１、犾２、犾ｉｎｆ误差没有突变，误差仍保持在一定的范围

之类，说明半拉格朗日平流计算方案比较稳定，有利

于大时间步长的模拟。

为了进一步揭示半拉格朗日平流方案模拟平流

的性能及阴阳网格在数值模式的优越性，图１０描绘

了刚体平流在不同分辨率、不同旋转角度情形下绕

地球积分一圈后的平流量的分布情形。对于分辨率

为１．２５°×１．２５°，刚体平流在旋转角为０°、４５°和９０°

的情形下，绕地球积分一圈后能够准确回到出发时

的位置，并保持着原来的形状，且在积分过程中当刚

体平流经过阴阳网格边界的重叠区域时的形状保持

不变，图中所显示的刚体平流的变形是由于采用圆

柱投影造成的，相当于刚体在东西方向的拉伸，说明

阴阳网格完全消除了常规经纬网格存在的坐标奇异

和极区格点辐合问题，也进一步揭示了阴阳网格的

重叠区处理方案是合理的。
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图９　刚体平流试验中全球总质量积分

时间系列，分辨率为１．２５°×１．２５°

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｔｉｍｅｓｅｒｉｅｓｏｆｇｌｏｂａｌｔｏｔａｌｍａｓｓ

ｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｄｂｏｄｙｔｅｓｔｃａｓｅｗｉｔｈ

ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｏｆ１．２５°×１．２５°

表１　刚体平流试验绕极地旋转一圈后

不同犆犉犔条件下的归一化误差，

分辨率为１．２５°×１．２５°

犜犪犫犾犲１　犖狅狉犿犪犾犻狕犲犱犲狉狉狅狉狊狅犳犱犻犳犳犲狉犲狀狋犆犉犔犮狅狀犱犻狋犻狅狀狊

狅犳狋犺犲狆狅犾犲狑犪狉犱狊狅犾犻犱犫狅犱狔狋犲狊狋犮犪狊犲犪犳狋犲狉狅狀犲

狉犲狏狅犾狌狋犻狅狀狑犻狋犺狉犲狊狅犾狌狋犻狅狀狅犳１．２５°×１．２５°

Δ狋／ｓ ｃｏｕｒａｎｔ 犾１ 犾２ 犾ｉｎｆ

３６００ １．０ ０．００７１８ ０．００５８１ ０．００５６６

７２００ ２．０ ０．００６６１ ０．００５３３ ０．００５２１

１０８００ ３．０ ０．００６１６ ０．００４８４ ０．００４６７

１４４００ ４．０ ０．００６６２ ０．００５００ ０．００４７１

图１０　刚体平流绕地球积分一圈后

的平流量的分布情况

（ａ）α＝０°，（ｂ）α＝４５°，（ｃ）α＝９０°

（分辨率为１．２５°×１．２５°；等值线从０．１到０．９，间隔０．１）

Ｆｉｇ．１０　Ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎｏｆｓｏｌｉｄｂｏｄｙｓｃａｌａｒａｆｔｅｒｏｎｅ

ｒｏｕｎｄｉｎｔｅｇｒａｔｉｏｎａｒｏｕｎｄｔｈｅｅａｒｔｈ

（ａ）α＝０°，（ｂ）α＝４５°，（ｃ）α＝９０°

（Ｒｅｓｏｌｕｔｉｏｎｉｓ１．２５°×１．２５°；ｃｏｎｔｏｕｒｓａｒｅ

ｐｌｏｔｔｅｄｆｒｏｍ０．１ｔｏ０．９ｗｉｔｈａｎｉｎｔｅｒｖａｌｏｆ０．１）

３．２　变形流试验

变形流试验（Ｎａｉｒｅｔａｌ，２００２）是测试数值平流

方案更为严格的试验，其考虑在一个平直的气流上

加上变形的涡度流以测试其随时间演变情况，同时

也叫球面锋生试验（Ｎａｉｒｅｔａｌ，１９９９）。变形流试验

是Ｄｏｓｗｅｌｌ（１９８４）涡旋问题的一种演变，在旋转坐

标系上两个对称的静止涡旋同时生成。为了方便讨

论，本文考虑涡旋中心基于（π＋０．０２５，π／２．２）的涡

度流。根据 Ｎａｉｒ等（２００２）的定义，稳定的涡度风

场，切线方向速度为：

犞犾≡ｃｏｓφ′
ｄλ′
ｄ狋
＝
槡３３
２
ｔａｎｈ（狉′）ｓｅｃｈ２（狉′）（４４）

式中，（λ′，φ′）是旋转坐标系的经纬度，狉′＝狉０ｃｏｓφ′是

距涡旋中心的距离，且狉０＝３。角速度的定义为：

　　　　ω′（φ′）＝
犞犾／狉′，　 当狉′≠０

０　 狉′＝
｛ ０

（４５）

　　锋生的解析表达式为：

犉（λ′，φ′，狋）＝１－ｔａｎｈ｛狉′／犱×ｓｉｎ（λ′－ω′狋）｝

（４６）

式中，犱＝５是平滑参数，初始值为犉（λ′，φ′，０），对应

图１１ａ。试验中条件和刚体平流试验一样，但是采

用三次拉格朗日插值方案。试验中选取的分辨率为

２．８１２５°×２．８１２５°，积分时间为３ｓ，该时刻的解析

解对应图１１ｂ。

图１２描述试验积分３２步后的数值结果及数值

结果和解析解的差值（阴影区域表示），从图中可以

得知，在阴阳网格上采用半拉格朗日方法计算平流

能较好地描述变形流的演变过程，且计算误差不大，

最大最小误差分别为＋０．０２和－０．０２，相对应

Ｐｅｎｇ等（２００６）的数值误差明显偏小，也进一步说明

本文采用的数值平流方案在阴阳网格上具有较好的

模拟能力。

３．３　正弦波试验

正弦波试验是相对刚体平流更为平缓的试验，

主要是考虑平流算法的收敛性，本文中主要为了分

析采用三次拉格朗日插值方案下球面阴阳重叠网格

半拉格朗日平流方案的设计的数值精度。试验中条

件和刚体平流试验一样，试验中的初始场为，

犉（λ，φ）＝犉０ｃｏｓ
２

φｓｉｎ（犽λ） （４７）

式中，犉０ 为常数，犽为波数。试验过程中考虑平流

绕赤道和极地旋转的情况，表２和表３分别给出正
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图１１　变形流试验

（ａ）锋生初始场，（ｂ）狋＝３时刻解析解

Ｆｉｇ．１１　Ｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎａｌｆｌｏｗｔｅｓｔ：（ａ）ｔｈｅｉｎｉｔｉａｌｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，（ｂ）ｔｈｅａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎａｔ狋＝３

图１２　变形流试验的结果：狋＝３时刻的数值解（等值线）
及数值解与解析解的差值（阴影区）

Ｆｉｇ．１２　Ｒｅｓｕｌｔｓｏｆｔｈｅｄｅｆｏｒｍａｔｉｏｎａｌｆｌｏｗｔｅｓｔ：

ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎ（ｃｏｎｔｏｕｒ）ａｎｄｔｈｅ
ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｓ（ｓｈａｄｅｄａｒｅａ）ｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅ
ｎｕｍｅｒｉｃａｌａｎｄａｎａｌｙｔｉｃａｌｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

弦波试验犾１、犾２、犾ｉｎｆ在不同分辨率下的大小及收敛阶

数。对于绕赤道旋转，随着模式分辨率的提高，各归

一化误差明显减小，通过分析各归一化的阶数，可知

在阴阳网格上采用三次拉格朗日插值方案进行数据

交换时，其精度能接近３阶。同时对于绕极地旋转，

同样随着模式分辨率的提高，各归一化误差也明显

减小，精度也能接近３阶。正弦波试验表明在阴阳

网格上采用三次拉格朗日插值处理边界数据交换时

具有较高的数值精度，这和 Ｌｉ等 （２００６）基于

ＡｒａｋａｗａＣ网格设计的阴阳网格的数值平流方案计

算精度相当。

表２　阴阳网格中平滑正弦波试验的归一化误差和收敛率，α＝０°

犜犪犫犾犲２　犖狅狉犿犪犾犻狕犲犱犲狉狉狅狉狊犪狀犱犮狅狀狏犲狉犵犲狀犮犲狉犪狋犲狊狅犳狊犿狅狅狋犺狊犻狀犲狑犪狏犲狋犲狊狋犻狀狋犺犲犢犻狀犢犪狀犵犵狉犻犱，α＝０°

分辨率 犾１ 犾１阶数 犾２ 犾２阶数 犾ｉｎｆ 犾ｉｎｆ阶数

１．２５°×１．２５° ０．６９４Ｅ０１ — ０．６９３Ｅ０１ — ０．６４２Ｅ０１ —

０．６２５°×０．６２５° ０．９５２Ｅ０２ ２．８７ ０．９５０Ｅ０２ ２．８７ ０．８２２Ｅ０２ ２．９７

０．３１２５°×０．３１２５° ０．１２８Ｅ０２ ２．８９ ０．１２８Ｅ０２ ２．８９ ０．８３７Ｅ０３ ３．２９

表３　同表２，但为α＝９０°

犜犪犫犾犲３　犛犪犿犲犪狊犜犪犫犾犲２，犫狌狋α＝９０°

分辨率 犾１ 犾１阶数 犾２ 犾２阶数 犾ｉｎｆ 犾ｉｎｆ阶数

１．２５°×１．２５° ０．４０２Ｅ０１ — ０．４０４Ｅ０１ — ０．４７７Ｅ０１ —

０．６２５°×０．６２５° ０．５４１Ｅ０２ ２．８９ ０．５４３Ｅ０２ ２．８９ ０．６１５Ｅ０２ ２．９６

０．３１２５°×０．３１２５° ０．７３７Ｅ０３ ２．８８ ０．７３９Ｅ０３ ２．８８ ０．８５６Ｅ０３ ２．８５

４　结论和讨论

为了模拟球面平流传输过程，本文基于球面阴

阳重叠网格上设计了一种两时间层半拉格朗日平流

方案。该方案在球面坐标下采用新型的ＬＥ水平跳

点网格，同时针对阴阳网格重叠区，采用了不同插值

方法进行比较分析，且进行了相关的理想数值试验

对方案设计效果进行评估。

刚体平流试验表明：（１）在球面阴阳网格上实施

半拉格朗日积分方案处理平流时，当刚体平流通过

阴阳网格边界时会出现脉冲状的跳跃，且绕极地平
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流的误差大于绕赤道和绕４５°平流，随着模式分辨

率的提高，数值误差明显减小，说明阴阳网格适合高

分辨率的数值模拟；（２）刚体平流数值解对于边界插

值方案比较敏感，试验中当采用双线性边界插值时

误差会成倍的增大；（３）在球面阴阳网格上采用三次

拉格朗日插值方案下对半拉格朗日平流方案的数值

守恒性和稳定性分析得知，刚体平流通过阴阳网格

边界时全球总质量积分会出现脉冲状跳跃，表明该

方案不能有效的保证全球的质量守恒，但是对于

ＣＦＬ的条件数值模拟得知该方案具有较好的稳定

性；（４）对刚体平流绕地球积分一圈后平流量的分布

情况分析得知，刚体平流能很好保持着初始时刻形

状回到出发点，说明阴阳网格的重叠区处理方案是

合理的。

变形流试验表明：在球面阴阳网格上采用半拉

格朗日方案处理平流能较好地给出变形涡旋的结

构、位置和演变过程，且数值误差相对较小。

正弦波试验表明：在球面阴阳网格上采用三次

拉格朗日插值处理边界数据交换时具有较高的数值

精度。

阴阳网格是重叠网格，网格重叠处的数据交换

一直是比较棘手的问题，特别是对于矢量场。如果

在阴阳网格边界重叠处没有很好地处理风场，气流

通过边界时会造成紊乱，会影响风场的预报效果，因

此阴阳网格重叠区守恒格式构造也是个值得关注的

问题，特别是采用半拉格朗日平流方案后阴阳网格

重叠区的守恒问题及上游点的精确确定问题，还有

待于后续文章进一步阐明。
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